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Capitolul 0

Numerele imaginare sunt reale

Dumnezeu a fdcut numerele naturale; restul este creat de om
Leopold Kronecker (1823-1891).

Atat cele dintai inscriptii numerice din istoria umanitatii, cat si cele
mai vechi dovezi evidente de giandire matematica dateaza din paleo-
liticul superior, cu 30 000 de ani in urma. Nu vom sti niciodatd daci
primii oameni, care au cioplit semne pe oase, socoteau astfel ciclurile
lunare sau zilele Tn care nu mancau carne de mamut, dar arheologii
sunt convinsi cd specia noastra a inceput si numere Tnainte de a scrie.
Au inceput cu numerele naturale: 1, 2, 3, ... si apoi, dupd cum mentiona
in celebra sa fraza cunoscutul Leopold Kronecker (1823-1891),
matematicienii au stabilit restul. In Egiptul Antic s-au creat fractiile,
numerele rationale. Matematica greaci a intrat in crizi odati cu des-
coperirea numerelor irationale: numere incomensurabile care nu se
puteau reprezenta prin fractii. Numerele negative au aparut mai Intai
in China si1n India, Tnsa nu au fost acceptate in Europa pAni la Renas-
tere, cum s-a Intamplat cu zero, inventia fundamentali a sistemului
nostru actual de numeratie.

Algebra, originara din India si dezvoltatd de catre arabi, a con-
ferit cetdtenie numericd lui zero si numerelor negative. Arabii
numeau necunoscuta shay, cuvint care poate fi tradus ca lucru. In
multe traduceri se scria latinizat ca xay si, de aici, prin prescurtare,
a ramas x. In Italia renascentists, shay s-a tradus cu termenul cosa



(lucru), iar cei care rezolvau ecuatii erau numiti ,cosisti”. Acestia
rezolvau ecuatii ca x+3=0, a cirei“solutie/este x=-3, un numar
negativ, 'sau ecuatia x+3=3, a carei solutie este zero. Rezolvau, de
asemenea, ecuatii patratice. Abordind nsa cateva dintre ele, au dat
peste niste numere noi si ciudate. Cand Incercau sa rezolve o ecuatie
de tipul x2+3=0, obtineau ca solutii x =i\/—_3. Ce Insemna radicalul
unui numir negativ? Constatarea nu era cu totul noud, prima refe-
rire la ridicini patrate ale numerelor negative apare nca din seco-
lul 1 in lucrarea Stereometria a matematicianului grec Heron din
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Figura 1. Incepand din preistorie, axa numerelor, adica dreapta pe care sunt localizate
numerele, s-a umplut incetul cuincetul, pana cand a ajuns completa, Numerelor
naturale li s-au adaugat fractiile, cunoscute de catre egipteni si babilonieni, dar
folosite si de alte civilizatii, precum cea olmeca. Numerele irationale aparin Grecia
Antica. in Chinaindraznesc sa foloseasca numerele negative, la care se alatura zero
in India. In perioada Renasterii, cu axa numerelor plina deja, are loc o descoperire
ciudata si noua: numerele complexe.



Alexandria. Ca tuturor matematicienilor de-a lungul istoriei pani
la'Renastere, si lui trebuie sa-i fi pirut umnonsens acesti radicali ai
numerelor negative.

Ne amintim cu totii de la orele de matematici din adolescenti for-
mula solutiei generale a ecuatiei de gradul doi, ax?+ bx + ¢ =0 unde a, b
si ¢ sunt numere reale. Matematicienii din Renastere cunosteau si ei ci
solutiile acestei ecuatii sunt date de

b:\/b2—4ac_

2a

X=

La fel cum exista o solutie generald pentru ecuatia de gradul al doilea,
exista o formula pentru rezolvarea celei de gradul al treilea, pentru
ax®+ bx %+ cx+d = 0. Nasterea sa In Italia renascentisti de la Ince-
putul secolului al XVI-lea a fost o adevirata tragicomedie. La acea
vreme, maestrul Luca Pacioli (1445-1517) a comparat dificultatea
rezolvdrii ecuatiei de gradul al treilea cu vechea problema a cuadra-
turii cercului: o celebrad problema ramasa nerezolvati din vremurile
Greciei Clasice in care se incearca sd se construiasci un pitrat cu aria
egald cu a unui cerc dat, folosind doar echerul si compasul. Rezol-
varea ecuatiei de gradul al treilea a devenit marea provocare pentru
cosisti momentului si, prin urmare, a matematicii. in acest punct al
istoriei putem situa nasterea unor noi numere ce vor constitui tema
acestei carti: numerele complexe, care vor schimba istoria matemati-
cii si a stiintei.

Tragicomedia ecuatiei de gradul al treilea

Dezvoltarea economicd si comerciald Tn Italia secolului al XIl-lea a
creat necesititi formative noi. Impreund cu mitasea si mirodeniile
se importd sistemul de numeratie hindus, algebra araba si operele
matematice ale Greciei Antice. Scolile care foloseau abacul rispandesc
aceste noi cunostinte, formand negustori si mestesugari. [...] La Ince-

putul secolului al XVI-lea, se creeazi conditii pentru ca matematica



sa avanseze. Del Ferro si Tartaglia rezolva ecuatia de gradul al treilea,
Ferrari-pe cea de gradukal patruleasi Cardano publicd ambele solutii
tn'mijlocul unei*mari dispute. [...]"Toti protagonistii acestei istorii sunt
oameni ai Renasterii, cu spirit polemic, avizi de cunoastere si plini de
idei.

{Francisco Martin Casalderrey,

Cardano si Tartaglia. Matematica in Renasterea italiand)

Povestea noastri incepe la Universitatea din Bologna care, intemeiata
in 1088, este cea mai veche din Europa. Acolo, In 1496, 1si desfasura
activitatea matematicianul Scipione del Ferro (1465-1526). Desi este
descris in diverse surse ca un mare specialist in algebrd, nu s-au pastrat
lucriri originale din opera sa. Stim, totusi, cd a fost primul care a gasit
o solutie pentru ecuatia de gradul al treilea. Mai exact, a rezolvat un caz
particular pe care il numea: ,Necunoscute si cuburi egale cu numere”,
care, n versiune modern3, ar fi: x*+px =g, unde p si g sunt numere
reale. Solutia propusa de citre Del Ferro a fost urmatoarea expresie
intimidanta:

o8 ROR R BRGE

Cum a obtinut Del Ferro acest rezultat continua sa fie o enigma
din istoria matematicii. Pentru cd nu stim, nu cunoastem cu exactitate
nici anul Tn care a reusit, probabil intre 1505 si 1515. Del Ferro nu a
divulgat nimanui ,secretul siu”. Ceva identic se dovedeste mai mult
decit surprinzitor in zilele noastre, cind competitia pentru castiga-
rea unui loc stabil de cercetator este Tnversunata si presiunea suferita
de aspiranti se reflectd in cunoscutul slogan: ,publicati sau pieriti”.
Mentinerea in secret insi a descoperirilor matematice a fost obisnuita
pani Tn secolul al XVIll-lea si cu siguranta ca nu doar o descoperire
s-a dus Tn mormant Impreuna cu descoperitorul sau. Cu pufin Inainte



de a trece la cele vegnice,.pe patul de moarte, Del Ferro i-a destiinuit
secretul ginerelui sau Annibale della Nave. Scopul era si-i asigure
succesiunea la catedra sa si cu asta mijloacele de trai propriei sale
fiice si nepotilor. Se Intelege acum relevanta secretului? La dezviluire
a asistat si elevul sau, venetianul Antonio Maria del Fiore.

Altul dintre motivele pentru care se tineau In secret rezultatele
matematice era sa-si asigure victoria in dispute. In secolul al XVI-lea,
orice matematician sau erudit putea fi provocat de altcineva la o con-
fruntare publicd. De multe ori era un pariu la mijloc, miza putea fi
de la unul dintre putinele posturi universitare pani la o crestere de
salariu. Mai presus de toate Tnsd era in joc reputatia combatantilor.
Confruntdrile intelectuale erau de mare importanta sociald, intreg
orasul Tsi exprima pdrerea si chiar ficea pariuri si, Tn ciutarea aces-
tui prestigiu, Del Fiore, care tinea acum ca pe o avere secretul lui Del
Ferro, l-a provocat In 1535 pe celebrul matematician Niccolo Fontana
Tartaglia (1499-1557).

Sd ne mutam acum din Inteleapta Bologna in frumoasa Venetie,
unde trdia matematicianul poreclit Tartaglia, ,balbaitul”. Defectul
sau de vorbire a fost provocat de o lovituri de sabie pe care a primit-o
in gat, la 12 ani, de la un soldat francez. A fost considerat mort, insi
datorita darzeniei mamei si, citez textual pe
unul dintre biografii sii, ,unui ciine care i-a
lins ranile”, a reusit si supravietuiasci. Tar-
taglia provenea dintr-o familie foarte siraca.
Tatdl sau, postas, a murit tinar, I3sind mamei
grija intretinerii mai multor copii. Mario
Livio, In excelenta sa carte Ecuatia niciodatd
rezolvatd, comenteazi Tn acest sens ci ,A tre-
buit sd-si abandoneze studiile de lectura si
scrierea alfabetului ajungand la litera k, pen-
tru ca familia a rdmas fara bani pentru plata
tutorelui”. Tartaglia a castigat o reputatie ca Figura 2. Niccolo Fontana
matematician rezolvand cateva probleme de Tartaglia{1499-1557).




artilerie pentru inginerii de la Arsenalul Venetian, iar renumele siu
a'ajuns la urechile [ui Del Fiore care, dotaticu ,secretul siu”, formula
magicd a lui Del.Ferro,.i-a adresatn) 1535 o provocare la o disputa
publica.

Fiecare dintre adversari a formulat 30 de probleme de matematica
pentru celalalt. Cel care pierdea avea de platit o cind castigatorului si
atator prieteni cate probleme ar fi rezolvat. Timp de 48 de zile Tarta-
glia a intors pe toate partile cele 30 de probleme ale lui Del Fiore fir3
sa rezolve niciuna. Toate cereau solutii la ecuatiile de gradul al treilea.
Timpul presa, pentru cd In 8 zile trebuia s inregistreze solutiile in fata
notarului. In noaptea de 12 februarie 1535, s-a ficut lumina si a fost
capabil sd descopere secretul lui Del Fiore. Dintr-o suflare a rezolvat
cele 30 de probleme... Si Del Fiore? A pierdut lamentabil si nu a fost
in stare sa rezolve niciuna dintre cele 30 de probleme ale lui Tartaglia,
care in cele din urma I-a iertat de achitarea cinei. Peste noapte, Tarta-
glia s-a transformat intr-o celebritate matematic, in timp ce Del Fiore
s-a pierdut in negura istoriei. Rezultatul luptei s-a raspandit ca fulgerul
prin toata Italia si a ajuns la auzul celui de-al cincilea personaj al nos-
tru, Gerolamo Cardano (1501-1576), fira nicio indoiald cel mai deo-
sebit dintre ei.

De origine umild, Cardano era copil din
flori si a trebuit sa isi plateasci studiile cu
jocul de noroc, pariind la carti, la zaruri sau
la sah. Cu toate acestea, era un geniu capabil
de a face din viciile sale virtuti: gratie expe-
rientei sale la joc a scris prima carte de teo-
ria probabilitatii, Liber de ludo aleae (,Cartea
jocurilor de noroc”), publicati postum 1in
1663. Probabil din acele medii a luat manie-
rele de necioplit si palavragiu cu care a cis-
tigat multe dezbateri publice. Nu a fost doar

Figura 3. Gerolamo Cardano U mare teoretician, ci a ajuns sa devind unul
(1501-1578), dintre medicii cei mai renumiti din Europa si,



de asemenea, un mare inventator: cardanul, acea piesi mecanica care
permite transmiterea unei miscari’'de rotatie la doud axe cu directii
diferite, pe care astazi le au autovehiculele, a fost o inventie de-a sa,
dupi cum sugereaza si numele. In momentul istoric in care ne aflim,
Cardano 1si redacta a doua lucrare si a considerat indispensabil si
includa in ea si formula lui Tartaglia. A Incercat in zadar s-o deduci si
atunci a decis sa-l convinga pe Tartaglia si-i dezviluie secretul. Dupa
mai multe refuzuri epistolare de genul: ,cind voi hotiri si fac publici
inventia mea va fi In propria mea carte si nu Intr-una apartinind
altora .., Tartaglia a cedat 1n cele din urma, cu ocazia unei intalniri
din 25 martie 1539 la Milano. Acolo, Cardano i-a ficut urmitoarea
promisiune:

Jur Inaintea ta pe Sfintele Evanghelii si pe credinta mea de cavaler,
nu doar sd nu public niciodata descoperirile tale, daci mi le dezvilui,
ci, de asemenea, ca promit si angajez credinta mea ca adevérat crestin
cd le voi scrie codat, pentru ca, dupid moartea mea, nimeni si nu le
poatd descifra. Dacd eu, n opinia dumneavoastrd sunt un om cinstit,
spuneti-mi-o, iar daca nu este asa, sd considerim Incheiatd aceasta
discutie.

Raspunsul lui Tartaglia a fost: ,Daca nu as avea Incredere Intr-un
jurdmant ca al dumneavoastra, atunci, desigur, eu Tnsumi as merita
sa fiu considerat un ateu”. §i i-a Incredintat formula printr-un poem
mnemonic, dupa cum era obiceiul in epoca:

Cand cubul si lucrurile Tmpreuna

Sunt egale unui numar discret [In notatie modernd x3+px =q],

Intalneste alte doud numere a ciror diferenta o va egala [intilneste u, v
astfelcau - v =q].

Atunci vei pastra aceasta ca un obicei:

Ca produsul sa fie intotdeauna acelasi

Exact cubul unei treimi din lucruri [uv=(p/3)?].



Restul atunci ca regula generala

Din radacinile cubice scazute
Vafi-egal cu lucrul'prineipal [x \/7 \/7

Sad observam ca In ecuatia lui Del Ferro u si v sunt exprimate ca:

Siintr-adevar: u - v = g si uv=(p/3)%, cum se poate usor verifica.

Ne reintoarcem la Bologna pentru ca ne lipseste ultimul perso-
naj din tragicomedie: Ludovico Ferrari (1522-1565). Pe vremea
aceea avea 17 ani si era servitor in casa lui Cardano. Cu stapanul sau
a Tnvatat matematica si a ajuns sa-i devind coleg si prieten. De fapt,
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Figura 4. Coperta originala
a Artis magnae, sive de
requlis algebraicis, mai
cunoscuta ca Ars Magna
(Marea Artd).

Ferrari a fost pentru Cardano fiul pe care l-a
dorit mereu, desi a avut doi biologici, de care
stim: primul a fost executat pentru ca si-a
otrdvit sotia, iar al doilea a fost un ticalos
care a ajuns pe drumul pierzaniei. In 1542,
Cardano si Ferrari au obtinut permisiunea
de la Annibale della Nave sa scotoceasca
printre hartiile socrului sau, Del Ferro, mort
deja de 16 ani. Cautarile lor au avut succes,
gasind celebra formuld care coincidea cu
cea descoperitd de catre Tartaglia cu oca-
zia provocarii. Deoarece nu fusese cel dintai
descoperitor, fira sa isi calce cuvéntul, Car-
dano s-a vazut liber s-o publice, atribuindu-i
paternitatea lui Del Ferro. Astfel a aparut

in Ars magna din 1545, opera considerata

ca data de nastere a numerelor complexe si
inceputul algebrei moderne.



Cu toate ca In carte Cardano 7i multumeste de doui ori lui Tarta-
glia, ,prietenul” sdu, pentru ca i‘a ‘dat formula, Tartaglia este foc si
pari<de suparat.incepe atunci un schimb de scrisori publice incen-
diare Intre Tartaglia si Ferrari, diferend in care Cardano nu intervine.
Polemica dintre ei culmineazid in 10 august 1548 cu o confrun-
tare publica de 31 de probleme in Milano, la biserica Santa Maria
del Giardino. Rezultatul i-a pus capét lui Tartaglia, abandonénd dis-
puta Tnainte chiar sa se termine si fird ca adversarul Cardano si
binevoiascd macar sa apard. Tartaglia s-a Intors umilit la Venetia,
unde a murit in 1557 1n aceeasi sdrdcie in care a triit toati viata.
Cardano si-a continuat cariera fulminant3, de data aceasta dedi-
candu-se astrologiei pana la Indrizneala extrem3 de a scrie horos-
copul lui Hristos Insusi. Inchizitia 1-a bigat la inchisoare, pani ce
chiar Papa a intervenit In favoarea sa. Cel mai fascinant este ci a
prevazut corect ziua mortii sale, desi trisdnd putin: s-a sinucis in
ziua prorocita.

Operarea cu numere complexe

In facultate aveam un profesor schiop pe care il numeam complexul,
Avea un picior real si altul imaginar.
(Crudul student anonim)

Cardano a generalizat solutia lui Tartaglia pentru ecuatia de gradul al
treilea, iar elevul sdu, Ludovico Ferrari, a gisit solutia pentru ecuatia
de gradul al patrulea. Toate aceste descoperiri au fost publicate de
catre Cardano in 1545 in celebra sa Ars Magna, In care apar pri-
mele calcule explicite din istorie cu numere complexe. Un exemplu
cuprins in lucrare este urmitoarea problema: ,imparte 10 in doui
parti, astfel incat una inmultitd cu cealaltd sa dea 40”. Cu notatia
moderna este vorba de rezolvarea ecuatiei patratice: x(10-x)=40.
Cele doua solutii la care a ajuns Cardano erau: x=5:\/3, doua
numere complexe, pe care le numea ,solutii intrigante”. Cardano,
ca toti matematicienii Inainte de el, nu gasea niciun sens ridicinii



patrate a unui numar negativ. Raddacinile patrate ale numerelor nega-
tive, cugeta el, ne cer sa gadsim un'namar'care Inmultit cu el insugi sa
dea-un rezultat negativ. Era de parere, insa, cd nici numerele pozi-
tive, nici cele negative nu pot satisface aceasta conditie; si de aceea
se referea la ele consideridndu-le ,cantitati sofistice”. Acest tip de
ecuatii patratice avand ca solutii radacini negative erau cunoscute
incd din Antichitate, Tnsd matematicienii nu au simtit nevoia de a
merge mai departe si au rezolvat problema zicand pur si simplu ca
ecuatia nu avea solutie. Cardano a fost ceva mai curajos aratand, in
cazuri simple ca acesta, cd, Tn mod formal, aceste cantitati sofistice
erau solutii: ,[...] Inmultind x =5+\/j1_5 cul0-x =5—\/E, obtinem
25-(-15)=25+15. Prin urmare rezultatul este 40”. Problema, Tnsa,
devenea ,intrigantd” observind cum, aplicindu-se demonstrata
formul3 a lui Cardano-Del Fierro pentru ecuatia generala de gradul
al treilea, de exemplu, la x3-15x=4, pentru care stiau cd x=4 era
solutie, le returna babilonia:

x=32e-121 + 32— 121,

unde apireau ridicini pitrate de numere negative care, la randul lor,
se aflau Tn radacini cubice.

A trebuit s treaca o generatie de matematicieni pentru a mai
avansa inci un pas. A fost Rafael Bombelli (1526-1572), si el disci-
pol al lui Cardano, care a avut curajoasa idee de a presupune ca pur
si simplu exista un nou tip de numere al caror pdtrat era negativ. in
loc sa faca speculatii privind natura acestora, Bombelli a operat sim-
plu cu radacinile numerelor negative cum ar fi facut dacd ar fi rada-
cini de numere pozitive. Astfel, ridicadnd la patrat radacina lui minus
unu, obtinem minus unu. Bombelli a remarcat c&, daca se extindea
sistemul numeric existent, cum s-a procedat anterior cu fractiile,
zero si numerele negative, se puteau rezolva probleme care altfel
erau irezolvabile. Daca aceste noi numere erau o ,descoperire” si nu



